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Sažetak: Razumevanje odnosa između kompleksnosti biosistema i njihove stabilnosti leži u osnovi, kako modeliranja 

sistema životne sredine, tako i razvoja održivih strategija za njihovo očuvanje i obnovu. Stoga je poznati fenomen 
međusobne povezanosti kompleksnosti biosistema, u smislu povezanosti funkcionalnih grupa i složenosti povratnih sprega 
trofičkih interakcija između njih, sa jedne strane i dinamičke nestabilnosti, kao nesposobnosti sistema da se povrati u 
ravnotežno stanje nakon malih ili umerenih promena u razmeni organske materije, sa druge strane, intenzivno istraživan. 
Kao jedan od izuzetno uspešnih alata za tu vrstu istraživanja, kao i za mnoge druge, kao što su problem interakcije između 
biosistema u tlu i iznad njega, problemi vezani za mineralizaciju organske materije i odnos azot : ugljenik u tlu, predviđanje 
izumiranja vrsta, osetljivost biosistema na funkcionalne promene u trofičkim odnosima, kao i mnoge druge, pokazao se 
mehanistički model energetskih mreža ishrane, baziran na generalizovanim Lotka-Voltera jednačinama populacione 
dinamike, prilagođenih fenomenu kruženja organske materije u vidu azota i ugljenika kroz trofičke nivoe, počevši od 
detritusa, pa do predatora na vrhu lanca ishrane. Tema ovog rada je primena novih, praktično upotrebljivih merila koja 
omogućavaju opis osetljivosti biosistema, kako na kvanitativne promene nastale u kruženju organske materije, tako i 
funkcionalne promene u trofičkim interakcijama, usled izmene ponašanja funkcionalnih grupa, radi adaptacije na izmenjene 
uslove životne sredine. Primer empirijske trofičke mreže tla i njegova dinamička analiza su (do sad nepublikovani) originalni 
deo doktorske disertacije autora.  

Ključne reči: dinamički sistem, Lotka-Voltera model, stabilnost, robusna stabilnost, trofičke mreže.  
 
 

Abstract: Understanding the relationship between the complexity of biosystems and their stability is the basis of both, the 

modeling of environmental systems, and the development of sustainable strategies for their preservation and restoration. 
Therefore, the well-known phenomenon of interconnectedness of the complexity of the biosystem, in terms of the 
connection of functional groups and the complexity of the feedback loops of trophic interactions between them, on the one 
hand, and dynamic instability, as the inability of the system to return to an equilibrium state after small or moderate changes 
in the exchange of organic matter, on the other hand, has been intensively studied. One of the extremely successful tools 
for this type of research, as well as for many others, such as the problem of interactions between biosystems in and above 
the soil, problems related to the mineralization of organic matter and the ratio of nitrogen: carbon in the soil, prediction of 
species extinction, sensitivity of biosystems to functional changes in trophic relationships, like many others, is the 
mechanistic model of energy food networks, based on the generalized Lotka-Volterra equations of population dynamics, 
adapted to the phenomenon of the circulation of organic matter in the form of nitrogen and carbon through trophic levels, 
starting from detritus, and ending with predators at the top of the food chain. The topic of this paper is the application of 
new, practically usable criteria that enable the description of biosystem sensitivity, both to quantitative changes in the 
circulation of organic matter, and to functional changes in trophic interactions, due to changes in the behavior of functional 
groups, in order to adapt to changed environmental conditions. An example of an empirical soil trophic network and its 
dynamic analysis are the (so far unpublished) original part of the author's doctoral dissertation. 

Keywords: dynamical system, Lotka-Volterra model, stability, robust stability, food webs.  
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UVOD / INTRODUCTION  

Matematički model koji ćemo razmatrati odnosi 
se na trofičku mrežu od 𝑛 funkcionalnih grupa živih 
vrsta sa fondom nežive organske materije, čija je 
energija protoka približno opisana generalizovanim 
Lotka-Voltera jednačinama. Ovaj model preuzet je iz 
knjige (Moore, de Ruiter, 2012).  

Da bismo opisali model, uvedimo, najpre, neke 
oznake.  

Za 𝑖 ∈  𝑁 ∶=  {1, 2, . . . , 𝑛}, sa 𝑥𝑖(𝑡) označimo 

gustinu biomase 𝑖−te funkcionalne grupe u vremenu 

𝑡 ≥  0. Za trofičke mreže tla jedinica je obično gram 
ugljenika (ili azota) po hektaru po centimetru dubine. 
Gustinu biomase detritusa označimo sa 𝑥𝑛+1(𝑡). 
Skupove indeksa koji odgovaraju sličnim funkcio-
nalnim grupama označimo sa:  

 P - primarni proizvođači (biljke, itd.)  

 C - primarni potrošači (biljojedi, gljivojedi, 
bakteriojedi i mesožderi)  

 D - detritusožderi (detritus potrošači poput 
nekih gljivica, bakterija, itd).  

Za 𝑖 ∈  𝑃, sa 𝑔𝑖  >  0 označavamo stopu rasta 
tog primarnog proizvođača.  

Za 𝑖 ∈  𝑁, sa 𝑏𝑖  >  0 označavamo stopu 

smrtnosti te vrste zbog ne-trofičkih razloga, sa 𝑎𝑖  ∈
 (0, 1) njegovu energetsku efikasnost asimilacije, a 

sa 𝑝𝑖  ∈  (0,1) njegovu efikasnost produktivnosti. 
Dakle, 𝑎𝑖𝑝𝑖 predstavlja energetsku efikasnost u 
trofičkoj interakciji.  

Napomenimo da su unutrašnja stopa rasta 𝑔𝑖 i 
stopa smrtnosti 𝑏𝑖, po jedinici vremena, osobine 
funkcionalnih grupa organizama baziranih na 
njihovom prethodnom ponašanju i/ili njihovoj fizio-
logiji, dok energetska efikasnost u trofičkoj interakciji 
𝑎𝑖𝑝𝑖 predstavlja odnos imobilisane materije ili 
energije koja formira novu biomasu u obliku rasta i 
razmnožavanja i količine potrošene materije ili 
energije. U tom smislu, efikasnost asimilacije se 
definiše kao količnik asimilovane konzumacije 
(unosom molekula kroz ćelijske membrane, tako da 
se mogu koristiti za rast, reprodukciju i održavanje) 
i ukupne količine potrošene biomase, a efikasnost 
produktivnosti definisana je kao količnik asimilovane 
biomase koja se koristi za produkciju (rast i raz-
množavanje) i ukupne količine asimilovane bioma-
se. 

Konačno, budući da model koji istražujemo 
uključuje i biomasu nežive organske materije koja 
ulazi u sistem spolja, definisaćemo 𝑔𝐷  ≥  0 kao 
stopu rasta biomase iz takvog alohtonog izvora, po 
jedinici vremena.  

Razmena energije između živih vrsta modelira 
se pomoću funkcionalnih odgovora. Naime, za 
svakog predatora 𝑗 ∈  𝐶, karakteristika koja opisuje 
kako se on prilagođava promenama u gustini 

biomase njegovog plena 𝑖 ∈  𝑃 u momentu 𝑡 je data 
sa 𝑓𝑗(𝑥𝑖(𝑡)).  

Koristeći uvedene oznake, deterministički 
sistem jednačina protoka energije u funkcionalnim 
mrežama ishrane izgleda ovako:  

 upravljajući zakon funkcionalnih grupa pro-

izvođača 𝑖 ∈  𝑃:  

𝑥̇𝑖 = 𝑔𝑖𝑥𝑖 −∑𝑓𝑗(𝑥𝑖)𝑥𝑗 − 𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑥𝑖
𝑗∈𝐶

 , 

 upravljajući zakon funkcionalnih grupa po-

trošača 𝑖 ∈  𝐶:  

𝑥̇𝑖 = 𝑎𝑖𝑝𝑖 ∑ 𝑓𝑖(𝑥𝑗)𝑥𝑖 −

𝑗∈𝑁∖{𝑖}

𝑏𝑖𝑥𝑖

− ∑ 𝑓𝑗(𝑥𝑖)𝑥𝑗 − 𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑥𝑖 ,
𝑗∈𝐶∖{𝑖}

 

 upravljajući zakon funkcionalnih grupa detri-

tusoždera 𝑖 ∈  𝐷: 

𝑥̇𝑖 = 𝑎𝑖𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥𝑛+1)𝑥𝑖−𝑏𝑖𝑥𝑖

−∑𝑓𝑗(𝑥𝑖)𝑥𝑗 − 𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑥𝑖 ,
𝑗∈𝐶

 

 upravljajući zakon detritusa: 
 

𝑥̇𝑛+1 = 𝑔𝐷 +∑𝑏𝑗𝑥𝑗 −

𝑗∈𝑁

𝑏𝑖𝑥𝑖

− ∑ (1 − 𝑎𝑗)𝑓𝑗(𝑥𝑘)𝑥𝑗
𝑗∈𝐶,𝑘∈𝑁∖{𝑗}

−∑𝑓𝑗(𝑥𝑛+1)𝑥𝑗 .
𝑗∈𝐷

 

 

Prateći konvenciju u literaturi, za detritus kori-
stimo indeks 𝐷 da bismo ga razlikovali od ostalih. 
Detritus ulazi u sistem spolja (alohtoni izvori) ili 
iznutra (autohtoni izvori). Alohtoni izvori predstav-
ljeni su izrazom 𝑔𝐷. U ovom modelu, mi ih, bez 
ograničenja opštosti, posmatramo kao jedan izvor. 
Što se tiče autohtonih izvora, ovaj model identifikuje 
dva takva izvora:  

 ∑ (1 − 𝑎𝑗)𝑓𝑗(𝑥𝑘)𝑥𝑗𝑗∈𝐶,𝑘∈𝑁∖{𝑗}  , koji predstavlja 

neasimilovane delove plena koje je predator 
pojeo i uključuje izmet, otpatke i nepojedene 
ostatke 

 ∑ 𝑏𝑗𝑥𝑗𝑗∈𝑁  , koji predstavlja leševe koji umiru 

iz ne-trofičkih razloga. 

Konačno, izraz ∑ 𝑓𝑗(𝑥𝑛+1)𝑥𝑗 𝑗∈𝐷  predstavlja di-

rektnu konzumaciju detritusa.  

Naravno, u zavisnosti od tipa funkcionalnog 
odgovora, zavisiće i složenost samog modela. Naj-
jednostavniji oblik tog funkcionalnog odgovora jeste 
linearni, koji pretpostavlja da je brzina napada 
konstantna u odnosu na gustinu plena (ne zavisi od 
gustine plena), odnosno da je u pitanju linearna 
zavisnost  

𝑓𝑗(𝑥𝑖(𝑡))  =  𝑐𝑖𝑗  𝑥𝑖(𝑡),  



D. LJ. CVETKOVIĆ                                        NOVI PRISTUP DINAMIČKOJ ANALIZI KOMPETICIONOG ...   

ECOLOGICA, Vol. 31, No 116 (2024) 383 

gde 𝑐𝑖𝑗  ≥  0 predstavlja koeficijent konzumacije po 

jedinici biomase po jedinici vremena. U slučaju kada 
nema trofičke interakcije, taj koeficijent je jednak 
nuli. Slično važi i za detritusoždere 𝑗 ∈  𝐷, pri čemu 

je  

𝑓𝑗(𝑥𝑛+1(𝑡))  =  𝑐𝑛+1,𝑗  𝑥𝑛+1(𝑡), 

a 𝑥𝑛+1(𝑡) je gustina biomase u detritusu u momentu 

𝑡. 

Veoma je važno ponovo napomenuti da za sve 
funkcionalne grupe organizama 𝑖 ∈  𝑃 ∪  𝐶 ∪  𝐷, 
uzimamo u obzir i samoograničavajući faktor kao 
kompeticiju unutar vrste, u smislu negativnog uticaja 
jedinki na rast i reprodukciju ostalih jedinki u njihovoj 
funkcionalnoj grupi. Ovaj proces se modelira kao 
model zavisnosti od gustine istog tipa funkcionalnog 
odgovora, u našem slučaju, linearnog tipa: 

  

𝑓𝑖(𝑥𝑖(𝑡))  =  𝑐𝑖𝑖  𝑥𝑖(𝑡),  

gde 𝑐𝑖𝑖  >  0 predstavlja stepen kompeticije unutar 
vrste (intraspecifična kompeticija) i uključuje pribav-
ljanje i korišćenje zajedničkih resursa (plen, prostor, 
partner, svetlost, bitne hranljive materije, itd.).  

U slučaju ovakvih - linearnih funkcionalnih odgo-
vora, dinamika prati sledeći zakon:  

𝑥̇(𝑡) = φ(𝑥(𝑡)) , 

gde je φ  nelinearna funkcija definisana pomoću 

parametara 𝑔𝐷 , 𝑏𝑖  , 𝑎𝑖  𝑖 𝑝𝑖  (𝑖 ∈  𝑁), kao i parametara 
trofičkih interakcija 𝑐𝑖𝑗, obično izraženih matricom 𝐶 

trofičkih interakcija dimenzije 𝑛 + 1 ×  𝑛 + 1. Matri-

ca 𝐶 ima blok formu, zbog podele funkcionalnih 
grupa vrsta na četiri skupa indeksa 𝐶, 𝑃, 𝐷 𝑖 {𝑛 + 1}, 
počev od top predatora pa na dole, te se uprav-
ljajuća funkcija φ može zapisati po komponentama 

kao:  

φ𝑖(𝑥) = (𝑔𝑖 − 𝑏𝑖)𝑥𝑖 − 𝑐𝑖𝑖𝑥𝑖
2 + 𝑥𝑖∑(𝑎𝑖𝑝𝑖𝑐𝑗𝑖 − 𝑐𝑖𝑗)

𝑛+1

𝑗=1
𝑗≠𝑖

𝑥𝑗  ,

𝑖 ∈ 𝑁, 

φ𝑛+1(𝑥) = 𝑔𝐷 +∑𝑏𝑗

𝑛+1

𝑗=1

𝑥𝑗

+∑∑(1 − 𝑎𝑗)𝑐𝑗𝑘

𝑛+1

𝑘=1
𝑘≠𝑗

𝑥𝑗𝑥𝑘

𝑛+1

𝑗=1

−∑𝑐𝑛+1,𝑗𝑥𝑛+1

𝑛+1

𝑗=1

𝑥𝑗  , 

Community matrica je, u stvari, vrednost Jako-
bijana u ravnotežnoj tački 𝑥∗. Vrednost funkcije φ u 

tački  𝑥∗ jednaka je nuli, pa za dopustive (feasible) 

tačke ekvilibrijuma, tj. za one za koje je 𝑥∗ > 0, 

zaključujemo da je community matrica 𝐴 = [𝛼𝑖𝑗] 

data sa: 

𝛼𝑖𝑗 = {
  −𝑐𝑖𝑖𝑥𝑖

∗ ,                        𝑖 = 𝑗

  −(𝑐𝑖𝑗 − 𝑒𝑖𝑐𝑗𝑖)𝑥𝑖
∗ ,      𝑖 ≠ 𝑗

        (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁) 

 

𝛼𝑖,𝑛+1 = {
   0 ,                        𝑖 ∈ 𝐶 ∪  𝑃
𝑒𝑖𝑐𝑛+1,𝑖𝑥𝑖

∗ ,             𝑖 ∈ 𝐷  

 

𝛼𝑛+1,𝑗 = 𝑏𝑗 − 𝑐𝑛+1,𝑗𝑥𝑛+1
∗

+ ∑ (1 − 𝑎𝑘)𝑐𝑗𝑘𝑥𝑘
∗         (𝑗 ∈ 𝑁)

𝑘∈𝑁∖{𝑗}

 

 

𝛼𝑛+1,𝑛+1 = −∑ 𝑐𝑛+1,𝑘𝑥𝑘
∗   .

𝑘∈𝑁

 

Funkcija evolucije 𝜙𝐴(𝑡) community matrice 𝐴, 
dakle, u potpunosti je određena parametrima efi-
kasnosti asimilacije 𝑎𝑖, efikasnosti produktivnosti 𝑝𝑖, 
matricom parametara trofičkih interakcija 𝐶, kao i 

ravnotežnim gustinama biomase 𝑥𝑖
∗. Prema tome, 

da bismo formirali model primenljiv na realne eko-
sisteme, neophodno je kalibrisati ove parametre, i to 
na osnovu empirijskih podataka. Međutim, dok se 
parametri obe efikasnosti mogu utvrditi na osnovu 
fizioloških osobina funkcionalnih grupa organizama, 
a gustine ravnotežne biomase merenjima, veliki iza-
zov za primenu ovog modela predstavljaju vrednosti 
matrice trofičkih interakcija. Naime, kako su to stope 
interspecifičnih interakcija, konzumacije po jedinici 
biomase po jedinici vremena, (vandijagonalni ele-
menti matrice) i stope intraspecifične kompeticije 
(dijagonalni elementi matrice), utvrđivanje ovih vred-
nosti, na osnovu realnih podataka, nije direktan 
postupak. Pratićemo isti metod kao u (Moore, de 
Ruiter, 2012) i (Neutel et al., 2007), gde je comm-
unity matrica izvedena iz  

 𝐵𝑖  [𝑔 𝐶 ℎ𝑎
−1 𝑐𝑚 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ−1] − izmerene godiš-

nje prosečne biomase za svaku funkcional-

nu grupu 𝑖 ∈  𝑁,  

 𝑑𝑖 − stope ne-predatorske smrtnosti u ekvi-
librijumu, uključujući smrtnost (koja zavisi 
od gustine) prouzrokovanu intraspecifičnom 
kompeticijom za svaku funkcionalnu grupu 
𝑖 ∈  𝑁,  

 𝑎𝑖 i 𝑝𝑖 − procenjenih fizioloških parametara 
asimilacione efikasnosti i produkcione efi-
kasnosti, redom, za svaku funkcionalnu gru-

pu 𝑖 ∈  𝑁, kao i  

 𝛾𝑖𝑗 − faktora trofičkih preferencija funkci-

onalne grupe 𝑗 ∈  𝑁 prema funkcionalnim 

grupama 𝑖 ∈  𝑁.  

Sve ove vrednosti se mogu dobiti proučavanjem 
fiziologije i trofičkog ponašanja organizama, kao i 
merenjima biomase na terenu, te, stoga, gornji 
model, u kome je community matrica 𝐴 izvedena iz 
navedenih vrednosti, nazivamo model empirijske 
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trofičke mreže. Sam postupak takvog dobijanja 

community matrice navodimo u nastavku.  

Prvo, za svaku funkcionalnu grupu 𝑖 ∈  𝑁, sa 𝑀𝑖 
označimo godišnju stopu smrtnosti izazvanu pre-

datorstvom, a sa 𝐹𝑖  njenu ukupnu godišnju stopu 
hranjenja (obe u 𝑔 𝐶 ℎ𝑎−1 𝑐𝑚 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ−1𝑦−1). Pretpo-
stavljajući da se sva merenja biomase vrše u toku 
ekvilibrijumskog stanja ekosistema, možemo zaklju-
čiti da važi zakon o bilansu mase u ravnotežnom 
stanju, koji se da izraziti kao  

𝐹𝑗 =
𝑑𝑗𝐵𝑗 +𝑀𝑗

𝑎𝑗𝑝𝑗
     (𝑗 ∈ 𝑁) . 

Sa druge strane, ukupna godišnja stopa 𝐹𝑗 hranjenja 

grupe 𝑗 ∈  𝑁 distribuirana je na tipove plena 𝑖 ∈  𝑁 

na sledeći način:  

𝐹𝑖𝑗 =
𝛾𝑖𝑗𝐵𝑗

∑ 𝛾𝑘𝑗𝐵𝑗𝑘∈𝑁

  𝐹𝑗   (𝑖 ∈ 𝑁) , 

gde je 𝐹𝑖𝑗 godišnja stopa hranjenja grupe 𝑗 plenom 

𝑖. Konačno, godišnja stopa smrtnosti izazvane 

predatorstvom je  

𝑀𝑖 =∑𝐹𝑖𝑗      (𝑖 ∈ 𝑁).

𝑗∈𝑁

 

Dakle, da bismo odredili vrednosti 𝐹𝑖𝑗 godišnjih 

stopa hranjenja potrošača 𝑗 ∈ 𝐶 ∪ 𝐷 plenom  𝑖 ∈ 𝑁 ∪
{𝑛 +  1}, na osnovu kojih možemo kalibrisati 

community matricu 𝐴, neophodno je da rešimo 

gornji sistem jednačina po 𝐹𝑖𝑗. S obzirom da su 

jednačine rekurentno povezane, neophodno je znati 
odakle početi rešavanje. Odgovor leži u činjenici da 
trofičke mreže imaju hijararhijsku strukturu po 
trofičkim nivoima. Naime, najviši trofički nivo čine top 
predatori, kojima se niko ne hrani. Označavajući sa 
𝑁𝑘 indekse funkcionalnih grupa koje se nalaze 
u 𝑘 −tom trofičkom nivou 𝑘 =  1, 2, . . . , 𝑙, prateći top-

to-bottom poredak, imamo da je  

𝑀𝑗 = 0   (𝑗 ∈ 𝑁1) , 

na osnovu čega računamo 𝐹𝑗  za sve 𝑗 ∈ 𝑁1, koje 

potom distribuiramo na niže trofičke nivoe pomoću i 
dobijamo 𝐹𝑖𝑗 za sve 𝑗 ∈ 𝑁1 i sve 𝑖 ∈ 𝑁2 ∪ …∪ 𝑁𝑙  . 

Međutim, tada, kako su za sve 𝑗 ∈ 𝑁2, potrošači koji 
se hrane 𝑗 −tom funkcionalnom grupom u 𝑁1, 
dobijamo  

𝑀𝑗 = ∑𝐹𝑗𝑘     (𝑗 ∈ 𝑁2).

𝑘∈𝑁

 

Sada čitav postupak možemo nastaviti za 
trofički nivo 𝑁2, i potom redom za 𝑁3, sve do 

poslednjeg 𝑁𝑙, u kome se nalaze proizvođači i 

detritus.  

Na ovaj način smo dobili stope hranjenja 𝐹𝑖𝑗  za 

svaki trofički odnos funkcionalne grupe 𝑗 koja se 
hrani grupom 𝑖, što kao stopa po izmerenoj biomasi 

𝐵𝑗 upravo odgovara vrednosti 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖
∗, tj. važi  

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖
∗ =

𝐹𝑖𝑗

𝐵𝑗
      (1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 + 1, 𝑖 ≠ 𝑗). 

Prema tome, uz fiziološke parametre, na osnovu 
empirijskih podataka su određeni svi elementi 

community matrice 𝐴, osim dijagonalnih 𝛼𝑖𝑖 = 𝑐𝑖𝑖𝑥𝑖
∗ ,

(𝑖 ∈  𝑁).  

Međutim, intraspecifična kompeticija se može 
posmatrati kao deo godišnje ne-predatorske stope 

smrtnosti, u oznaci 𝑑𝑖 , 𝑖 ∈  𝑁, tj.  

𝑐𝑖𝑖𝑥𝑖
∗ = 𝑠𝑖𝑑𝑖  , (𝑖 ∈  𝑁), 

gde za funkcionalnu grupu 𝑖 ∈  𝑁, izraz 𝑠𝑖 pred-
stavlja deo godišnje ne-predatorske stope smrtnosti 
𝑑𝑖, koja je rezultat intraspecifične kompeticije 
(prirodna smrt) i koja je nepoznati parametar.  

Pod pretpostavkom da je 𝑠 =  𝑠𝑖 za sve 𝑖 ∈  𝑁, 
community matrica 𝐴 sada zavisi od parametra 𝑠, 
tj.  

𝐴 = 𝐴(𝑠) ≔ 𝑠𝐷 + 𝐺 , 

gde je 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛, 0), 𝐺 = [𝑔𝑖𝑗], a  

𝑔𝑖𝑗 = {
   0,     𝑖 = 𝑗,   𝑖 ∈ 𝑁

   𝛼𝑖𝑗  ,             𝑖𝑛𝑎č𝑒
 

Dakle, community matrica 𝐴(𝑠) zavisi od intra-

specifično kompeticionog faktora 𝑠 samo na dija-
gonalnim ne-detritus mestima, dok je ostatak 
fiksiran empirijskim podacima, pa se taj parametar 𝑠 
koristi za određivanje indikatora stabilnosti za 
posmatranu trofičku mrežu. Preciznije, ukoliko 
postoji 𝑠 ∈  (0, 1] takvo da community matrica 𝐴(𝑠) 
čini da je posmatrani TIDS u određenom smislu 
”lokalno stabilan” (rezilijentan, nereaktivan, robusno 
nereaktivan, robusno eksponencijalno stabilan, itd.), 
tada najmanje takvo 𝑠 predstavlja dovoljan stepen 
intraspecifične kompeticije (procenat stopa netro-
fičkih smrtnosti svake od grupa) koji ”stabilizuje” 
trofičku mrežu u posmatranom smislu. Zato se takvo 
𝑠 može smatrati indikatorom, pri čemu manje 
vrednosti označavaju ”stabilnije” trofičke mreže, dok 
vrednosti 𝑠 ≥  1 govore o tome da se posmatrana 
trofička mreža ne može smatrati ”stabilnom”, tj. da 
se sistem ne može stabilizovati putem intra-
specifične kompeticije (𝑠 je, u suštini, procentualna 
kategorija, pa ima smisla samo za vrednosti između 
0 i 1).  

Kao što je već rečeno u (Neutel et al., 2007), 
prednost izražavanja stabilnosti u terminima dija-
gonalnih elemenata leži u činjenici da, dok sami 
karakteristični koreni nemaju direktno biološko tu-
mačenje, nivo jačine intraspecifične interakcije (koji 
se ogleda u 𝑠) ima biološko, materijalno tumačenje. 
U tom smislu, dijagonalni elementi predstavljaju 
samoregulišući faktor organizama i odnose se na 
stopu gubitka organizama u stabilnom stanju. On je 
dinamičko i energetsko ograničenje, pošto se može 
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protumačiti kao gubitak, kroz samoregulaciju, u od-
nosu na ukupan prirodni gubitak koji sistem može 
imati (za date ravnotežne stope i stabilnost).  

O tome na koje sve načine možemo iskoristiti 
parametar 𝑠 kao indikator ekološke stabilnosti 
trofičkih mreža bavićemo se u nastavku. Najpre 
ćemo prezentovati u literaturi poznate rezultate, 
zajedno sa diskusijom o njihovim nedostacima, a 
zatim ćemo konstruisati nove indikatore, zasnovane 
na matematičkim razmatranjima u (Cvetković, 
2023).  

Da bi se razvili indikatori ekološke stabilnosti 
empirijskih trofičkih mreža, do sada su, koliko je 
autoru poznato, od navedenih osobina iskorišćene:  

 eksponencijalna stabilnost LTIDS (položaj 
spektra) 

 nereaktivnost u maksimum normi (položaj 
Geršgoprinovog skupa)  

 nereaktivnost u euklidskoj normi (numerički 
raspon)  

i to na sledeći način. U (de Ruiter et al., 1995) je za 
indikator stabilnosti trofičke mreže, predstavljene 
empirijskim podacima, uzeta vrednost 𝑠∞

∗ , koja pred-
stavlja najmanju vrednost 𝑠, takvu da je community 

matrica 𝐴(𝑠) strogo dijagonalno dominantna (SDD), 
što je, s obzirom na negativnost njenih dijagonalnih 
elemenata, ekvivalentno sa činjenicom da njen 
Geršgorinov skup leži u otvorenoj levoj kompleksnoj 
poluravni. 

𝑠∞
∗ ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ≥ 0 ∶  Γ(𝐴(𝑠)) ⊆ 𝐶−} . 

To je ekvivalentno sa  

𝑠∞
∗ = 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ≥ 0 ∶  ν𝐴(𝑠)

∞ < 0} , 

gde je ν𝐴(𝑠)
∞  reaktivnost matrice 𝐴 u maksimum 

normi. Iz tog razloga, ovaj indikator nazivamo 
indikator nereaktivnosti u maksimum normi. S 

obzirom da se parametar 𝑠 nalazi na svim 
dijagonalnim mestima matrice, osim na poslednjem, 
koji odgovara detritusu, jasno je da 𝑠∞

∗  ne mora 

postojati u opštem slučaju. Preciznije, ukoliko je  

|𝛼𝑛+1,𝑛+1| ≤∑|𝛼𝑛+1,𝑗|

𝑗∈𝑁

 

matrica 𝐴(𝑠) ne može biti SDD niti za jedno 𝑠, što 

ćemo konvencijom zapisati kao 𝑠∞
∗ ≔ +∞. U 

suprotnom, s obzirom da je 𝛼𝑖𝑖  =  −𝑠𝑑𝑖 za 𝑖 ∈  𝑁, 

možemo eksplicitno odrediti sve 𝑠 za koje je svaka 

vrsta matrice 𝐴(𝑠) strogo dijagonalno dominantna. 

Drugim rečima, indikator 𝑠∞
∗  ima lepu osobinu da se 

eksplicitno može zapisati u terminima elemenata 
matrice 𝐴(1):  

𝑠∞
∗  = {

 max
𝑖∈𝑁

{
1

𝑑𝑖
∑ |𝛼𝑖𝑗|

𝑛+1

𝑗=1,𝑗≠𝑖

},    |𝛼𝑛+1,𝑛+1| > ∑|𝛼𝑛+1,𝑗|

𝑗∈𝑁

 ,

  +∞ ,                                  𝑖𝑛𝑎č𝑒.

 

 

Pored toga, u istom radu, s obzirom da je 
ovakav uslov za nerekativnost community matrice 
često previše zahtevan za empirijske trofičke mreže, 
razvijen je i indikator zasnovan na generalizovanim 
dijagonalno dominantnim (GDD) matricama koji je 
manje zahtevan, ali se ne može eksplicitno izraziti 
preko elemenata matrice i stoga ga je neophodno 
numerički odrediti, što je netrivijalan i računski dale-
ko složeniji i skuplji postupak, te ga ovde izostav-
ljamo. 

Na sličan način, razvijen je indikator zasnovan 
na numeričkom rasponu, tj, nereaktivnosti u 
euklidskoj normi, ali, kao što je to bio slučaj sa 
indikatorom zasnovanom na GDD matricama, tako i 
ovde, postupak izračunavanja mora biti numerički i 
zapravo je to problem optimizacije najvećeg karak-
terističnog korena hermitske matrice. Kao takav, 
ovaj postupak je netrivijalan i numerički zahtevan, te 
i njega izostavljamo. 

Konačno, u (Moore, de Ruiter, 2012) i (Neutel et 
al., 2007) za indikator stabilnosti trofičke mreže, 
predstavljene empirijskim podacima uzeta je vred-
nost 𝑠∗, koja predstavlja najmanju vrednost za 𝑠 
takvu da je community matrica 𝐴(𝑠) stabilna, tj. da 
ima sve karakteristične korene u otvorenoj levoj 
kompleksnoj poluravni. Preciznije,  

𝑠∗ ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ≥ 0 ∶  Λ(𝐴(𝑠)) ⊆ 𝐶−} . 

Slično prethodnom, izračunavanje indikatora 𝑠∗ 
je problem optimizacije najdesnijeg karakterističnog 
korena matrice 𝐴(𝑠), što je, s obzirom na njenu (ne-
hermitsku) strukturu, dodatno složeniji numerički 
postupak od prethodnog slučaja.  

Pre nego što pređemo na nove originalne 
indikatore ekološke stabilnosti trofičkih mreža, 
kratko ćemo ilustrovati upotrebu indikatora  𝑠∞

∗   i 𝑠∗  i 
ukazati na određene poteškoće koje nastupaju. 
Posmatrajmo isti primer koji je obrađen i u radu 
(Neutel et al., 2007). Bez ulaženja u detalje, 
navedimo samo da za njenu community matricu  

𝐴(𝑠)  =  𝑠𝐷 +  𝐺,  dobijamo    

  𝑠∞
∗ = +∞    𝑖     𝑠∗ = 0.012766. 

Očigledno, 𝑠∞
∗ > 1 govori o tome da u mak-

simum normi ova empirijska trofička mreža mora biti 
reaktivna, dok 𝑠∗ < 1 predviđa da je možemo 
smatrati asimptotski stabilnom. Takođe, činjenica 
𝑠∞
∗ = +∞ znači da poslednja vrsta community 

matrice nije SDD, tj. da je detritus odgovoran za 
reaktivnost u maksimum normi, koja se ne može 
otkloniti intraspecifičnom kompeticijom. Dakle, 
maksimalno odstupanje od ekvilibrijuma čak i u 
prisustvu neograničenog spoljnog izvora ishrane, 
obavezno mora proći kroz amplifikacioni rast, usled 
dinamike upravljene detritusom.  

Na Slici 1 je na desnoj strani prikazan spektar 
community matrice 𝐴(𝑠∗) za 𝑠∗ = 0.012766, a sa 
leve strane odgovarajući amplifikacioni omotač 
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𝛷𝐴(𝑠∗)(𝑡). Kao što možemo videti, vreme neophodno 

da se sistem oporavi nakon perturbacije je više od 
jednog milenijuma!  

Štaviše, pre nego što sistem apsorbuje početnu 
perturbaciju i vrati se u stanje ekvilibrijuma, u prvih 
100 godina, on prolazi kroz fazu svoje tranzicione 
amplifikacije, koja je veća od 3000. Očigledno, to 
može biti kritično visoko i može prevazići nosive 
kapacitete ekosistema. Drugim rečima, ova 
amplifikacija može da dovede do gubitka 
funkcionalnog integriteta ekosistema, pre nego što 
se ispolji efekat asimptotske stabilnosti. Zbog toga 
je tranziciono ponašanje za izabrano 𝑠 neophodna 
informacija za bolje razumevanje dinamičkih 
ograničenja u strukturi sistema.  

U čemu je, zapravo, nastala poteškoća pri 
formiranju indikatora 𝑠∗? Odgovor se ssadrži u 

činjenici da su predator-plen interakcije među 
predatorima sadržane u dijagonalnom bloku 
community matrice koji predstavlja retku matricu, čiji 
su dijagonalni elementi strogo negativni, a u slučaju 
kada nema obostranih trofičkih interakcija između 
predatora, njen donji trougaoni deo je nepozitivan, 
dok je gornji trougaoni deo nenegativan i numerički 
značajno manjeg reda. Upravo ovakva struktura 
community matrice empirijskih trofičkih mreža čini je 
dalekom od normalne (vidi (Trefethen, Embree, 
2005) za detaljni tretman ne-normalnih matrica i ne-
normalne dinamike) i zbog toga je odgovorna za to 
da indikatori stabilnosti izvedeni preko asimptotske 
stabilnosti najčešće odgovaraju ekstremno dugim 
vremenskim periodima potrebnim da se sistem vrati 
u stanje ravnoteže (koje je perturbovano), prolazeći 
kroz, moguće kritičnu, tranzicionu amplifikaciju.  

 

 
Slika 1: Tranzicioni rast (levo) i spektralni portret u kompleksnoj ravni (desno) za community matricu 𝐴(𝑠∗), 

za 𝑠∗ = 0.012766 
 

Motivisani ovim razmatranjem, uvodimo druga-

čiji pristup, koji će obezbediti realističniju interpre-

taciju.  

NOVI INDIKATORI STABILNOSTI /                                

NEW STABILITY INDICATORS   

Standardne osobine eksponencijalne asimp-

totske stabilnosti i nereaktivnosti bili su osnova do 

sada razvijenih indikatora. Međutim, kao što smo 

videli, koristeći samo početno ponašanje evolucione 

funkcije (nereaktivnost) i njeno asimptotsko pona-

šanje, nismo u stanju da formiramo u potpunosti 

adekvatne indikatore ekološke stabilnosti. Razlog 

tome je višestruk:  

 Prvo, perturbacije ravnotežnog stanja pro-

toka energije kroz ekosistem u principu nisu 

samo poremećaji gustine biomase unutar 

funkcionalnih grupa. Poremećaji mogu biti, 

a često upravo i jesu, u fiziološkim svojstima 

organizama, kao i u trofičkom ponašanju.  

 Drugo, empirijski podaci, kao takvi, nisu do-

voljni da se formira model samo na osnovu 

njih, usled osetljivosti merenja i stohastičkih 

fluktuacija.  

 Treće, čak i umereno reaktivni asimptotski 

stabilni LTIDS mogu imati izrazito veliku 

tranzicionu amplifikaciju, koja može narušiti 

nosivi kapacitet ekosistema.  

Međutim, postoji alat koji otklanja upravo ova tri 

nedostatka. To je pseudospektar i njegove loka-

lizacije. Preciznije rečeno, postojeće indikatore mo-

žemo unaprediti inkorporirajući perturbacije com-

munity matrice u analizu dinamičkih svojstava ekvi-

librijuma.  
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U realnom životu, trofičke mreže su podložne 
značajnim stohastičkim varijacijama, kako demo-
grafskim, tako i varijacijama okoline, vidi (Varu-
ghese, Fatti, 2008). Uključivanje tog stohastičkog 
ponašanja može dovesti do toga da se sistem po-
naša značajno drugačije od svog determinističkog 
duplikata, vidi (Mao et al., 2002).   

Poznato je, vidi (Trefethen, Embree, 2005), da 
je moguća situacija u kojoj karakteristični koreni leže 
u levoj poluravni, obezbeđujući asimptotsku sta-
bilnost ekvilibrijuma, a da se istovremeno 𝜀−pseudo-
spektar propagira daleko u desnu poluravan, čak i 
za veoma malo 𝜀, dovodeći do tranzicionog pona-
šanja. Kada se radi o empirijskim trofičkim mre-
žama, to znači da, iako je dotični ekosistem ocenjen 
kao stabilan, na osnovu spektra community matrice, 
pre nego što asimptotsko ponašanje počne da se 
manifestuje, može proći više od veka - daleko izvan 
vremenskog okvira u kome se se linearizacija može 
smatrati validnom. Još, pri tome, tranziciona ampli-
fikacija može prevazilaziti nosivi kapacitet ekosi-
stema.  

Posmatrajući isti problem iz drugog ugla, 
možemo tvrditi da je ispitivanje stabilnosti samo 
pomoću spektra ne-normalnih community matrica 
(što je u praksi najčešći slučaj) u najmanju ruku 
nedovoljno. Zbog grešaka u merenju i empirijskih 
nesigurnosti u određivanju fizioloških parametara i 
gustine biomase, izračunata community matrica 
biće adekvatna reprezentacija ekološkog sistema 
samo ako se posmatra zajedno sa granicama 
nesigurnosti.  

Dakle, važno je analizirati kako će se navedeni 
indikatori stabilnosti ponašati u prisustvu neizve-
snosti u modelu empirijskih trofičkih mreža.  

Zato, počnimo sledećim pitanjem: Do koje mere 
mogu ići nesigurnosti (neizvesnosti) u parametrima 
koji definišu model v, a da se sačuva indikator 
stabilnosti?  

Da bismo analizirali ovo pitanje, označimo sa ∆𝑖𝑗 

nesigurnost empirijskih podataka koji formiraju 
vrednosti 𝛼𝑖𝑗 za 1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤  𝑛 +  1. Drugim rečima:  

 empirijska community matrica je 𝐴(𝑠), a 

 tačna community matrica je 𝐴(𝑠)  +  ∆, 
pri čemu je ∆ =  [∆𝑖𝑗 ] nepoznato.  

Ako pretpostavimo da su merenja na terenu i 
fiziološke studije razumno dobre, matrica nesigur-

nosti ∆ ima razumno male elemente.  

Neka je  𝜀 >  0 nivo nesigurnosti u smislu da je 
∥ ∆∥ ≤  𝜀 i definišemo novi indikator, koji uzima u 

obzir normu nivoa nesigurnosti 𝜀: 

𝑠𝜀
∗ ≔ 𝑚𝑖𝑛 {𝑠 ≥ 0 ∶  ⋃ Λ(𝐴(𝑠) + Δ)

∥∆∥ ≤ 𝜀

⊆ 𝐶−} 

Nasuprot prethodnih, ovaj novi 𝜀−robusni indikator 
𝑠𝜀
∗ ima interpretaciju u terminima tačne community 

matrice. Naime, 𝑠𝜀
∗ je najmanji deo godišnje stope 

smrtnosti koja je rezultat intraspecifične kompeticije, 
a koji garantuje da je tačna community matrica 
lokalno asimptotski stabilna, ako se baziramo na 
empirijskim podacima 𝐴(1) i nivou nesigurnosti 𝜀 ≥
 0. Drugim rečima, 𝑠𝜀

∗ je najmanja vrednost koja 
garantuje da su sve matrice 𝐴(𝑠𝜀

∗) + ∆ lokalno 

asimptotski stabilne za ∥ ∆∥ ≤  𝜀. To, naravno, 

uključuje i tačnu (ali nepoznatu) community matricu.  

Prema tome, novi indikator stabilnosti 𝑠𝜀
∗uzima u 

obzir prirodne stohastičke fluktuacije, netačnosti u 

merenjima na terenu, kao i moguće strukturalne i 

fiziološke poremećaje i to u obliku parametra 

nesigurnosti 𝜀. Ova vrednost, u suštini, odražava 

najgori scenario, u kome nesigurnosti mogu pomeriti 

stabilan sistem u nestabilan. Prema tome, 𝑠𝜀
∗ treba 

razumeti kao indikator koji je robustan u odnosu na 

stohastičke fluktuacije i netačnosti kontrolisane 

parametrom 𝜀.  

Naravno, postavlja se pitanje kako ovakav 

indikator izračunati. 𝜀 −pseudospektar je dobar 

izbor alata za utvrđivanje spektralnih osobina koje 

su robusne u odnosu na matrične perturbacije 

ograničene u datoj normi parametrom 𝜀 >  0, pa se 

indikator 𝑠𝜀
∗ može zapisati i kao  

𝑠𝜀
∗ = 𝑚𝑖𝑛{𝑠 ≥ 0 ∶  Λ𝜀(𝐴(𝑠)) ⊆ 𝐶

−} . 

S obzirom da se radi o nekonveksnom optimi-

zacionom problemu, samo određivanje ovakvog 
parametra predstavlja veći izazov nego što je to bio 

slučaj sa nerobusnim indikatorom i moraju se 
koristiti napredni numerički algoritmi. Međutim, uko-

liko se ograničimo na slučaj euklidske norme, mo-
žemo formulisati postupak za računje 𝜀−robusnog 

indikatora stabilnosti 𝑠𝜀
∗, koristeći neke od ideja datih 

u (Trefethen, Embree, 2005; Byers, 1988; Freitag, 

Spence, 2011; Kostić et al., 2016; Guglielmi et al., 
2015; He, Watson, 1999), prilagođenih našem opti-

mizacionom problemu.  

Pošto se pseudospektar u euklidskoj matričnoj 

normi može evivalentno izraziti preko minimalne 

singularne vrednosti matrice 𝐴 − 𝑧𝐸, pomoću 
algoritma konstruisanog u radu (Kostić et al., 2016), 

može se izračunati 𝑠𝜀
∗ sa željenom tačnošću. 

Primenom tog algoritma, dobijamo da 𝑠∗ =
0.012766 odgovara veličini 𝑠𝜀

∗ = 0.01276599 za 𝜀 =
10−8, što znači da ova izračunata vrednost garantuje 

stabilnost samo ako su merenja vrlo precizna! 
Dakle, kao što se pretpostavlja u (Moore, de Ruiter, 

2012) i (Neutel et al., 2007), ova vrednost teško 
može poslužiti kao pokazatelj stabilnosti.  

Sa druge strane, vrednost dobijena rando-
mizacijom 𝑠𝑟𝑎𝑛𝑑

∗  ≈  0.09 dobijena u (Neutel et al., 

2007) odgovara vrednosti 𝑠𝜀
∗ =  0.09211586 za 𝜀 =

10−4. Prema tome, sada smo u mogućnosti da 
zaključimo da ova vrednost može garantovati 
stabilnost community matrice u uslovima veće 
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nesigurnosti. To potvrđuje zaključak da se situacija 
popravila korišćenjem randomizacije. Međutim, ova 
informacija se ne može dobiti Monte Karlo metodom 
korišćenom u (Neutel et al., 2007).   

Važno je takođe naglasiti i to da vreme povratka 
invarijantno u odnosu na normu (definisano i u 
(Moore, de Ruiter, 2012) kao recipročna vrednost 
rastojanja između spektra i imaginarne ose, a u 

našoj oznaci 𝑡𝐴
𝑁𝐼𝑅𝑇) može biti, u slučaju ne-normalnih 

matrica, značajno manje od vremena povratka u 
posmatranoj normi. U slučaju 𝑠𝑟𝑎𝑛𝑑

∗ ∶  

𝑡𝐴(𝑠𝑟𝑎𝑛𝑑
∗ )

𝑁𝐼𝑅𝑇 = 11.61 𝑔𝑜𝑑𝑖𝑛𝑎,  dok u stvarnosti za takav 

sistem može biti potrebno   𝑡
𝐴(𝑠𝑟𝑎𝑛𝑑

∗ )
2,𝑅𝑇 = 113.5 𝑔𝑜𝑑𝑖𝑛𝑎 

da se oporavi od perturbacija (u terminima euklidske 
norme). Ta razlika je ovde, očigledno, veoma 
značajna, pošto će posmatrana trofička mreža za 25 
godina promeniti svoj stadijum razvoja, pa, dakle, i 
svoju strukturu.  

Prema tome, ostaje veoma interesantno pitanje 
koji nivo nesigurnosti treba da izaberemo da bismo 
dobili pouzdan indikator stabilnosti. Na primer, za 

𝜀 = 10−3, izračunavamo 𝑠𝜀
∗ =  0.31742348 i vidimo 

da je vremenski rok za takvo 𝑠𝜀
∗ mnogo kraći nego u 

prethodnim situacijama, samo oko 25 godina je 
potrebno da se ekosistem tla oporavi i vrati u stanje 
ravnoteže nakon male perturbacije. Takođe, tran-
zicioni faktor rasta sugeriše da se najveća devijacija 
u odnosu na stabilno stanje dešava za otprilike 2 

godine i da je manja od 200, dok je situacija za 
randomizovani indikator i originalni spektralni indi-
kator mnogo gora. 

Za 𝜀 = 10−2, algoritam daje vrednost 𝑠𝜀
∗ =

 2.64613763. Prateći rezonovanje u (Neutel et al., 

2007), zaključujemo da, ako su merenja nesigurna 

do na ∥ ∆∥2 ≤  10
−2, dokumentovani trofički odnosi 

ne garantuju da će se kompenzovati stope gubitka 

zbog smrtnosti. Sledstveno tome, matematički 

stabilan ekvilibrijum sa vremenom oporavka manjim 

od 10 godina, u obliku Lotka-Voltera sistema, će 

zahtevati postojanje unutrašnje stope rasta 

određene vrste, što podrazumeva hranjenje iz izvora 

van sistema.  

Očigledno, veće vrednosti za 𝜀 odgovaraju 

većim vrednostima indikatora 𝑠𝜀
∗, manjim maksi-

malnim amplifikacijama 𝜙𝐴(𝑠𝜀∗)  
𝑚𝑎𝑥 i kraćim vremenima 

povratka 𝑡𝐴(𝑠𝜀∗)
2,𝑅𝑇

 , što je prikazano u Tabeli 1.  

 

Tabela 1: Indikatori stabilnosti 𝑠𝜀
∗ odgovarajuće maksimalne amplifikacije 𝜙𝐴(𝑠𝜀∗)  

𝑚𝑎𝑥 i vremena povratka 𝑡𝐴(𝑠𝜀∗)
2,𝑅𝑇

   

za različite vrednosti 𝜀 

𝜺 𝒔𝜺
∗ 𝝓𝑨(𝒔𝜺

∗)  
𝒎𝒂𝒙  𝒕𝑨(𝒔𝜺∗)

𝟐,𝑹𝑻  [𝒈𝒐𝒅] Odgovara 

10−8 0.012766 3 000 2 000 000 𝑠∗ iz (Neutel et al., 2007) 

10−4 0.092116 333 110 𝑠𝑟𝑎𝑛𝑑
∗  iz (Neutel et al., 2007) 

10−3 0.317424 174 27 - 

10−2 2.646138 37 11 - 

 

TRANZICIONO PONAŠANJE I ROBUSNA 
NEREAKTIVNOST /                             
TRANSITIONAL BEHAVIOR AND ROBUST NON-
REACTIVITY 

Uvođenjem perturbacija community matrice i 
pomoću pseudospektra, uspeli smo razviti indikator 

koji pouzdanije govori o asimptotskoj stabilnosti i pri 
tome, na određeni način, kontroliše maksimalnu 

amplifikaciju i vreme povratka koji su od ključnog 
značaja za ekosisteme.  

Po analogiji sa već postojećim indikatorima 

nereaktivnosti, prvo uvedimo nove robusne indi-
katore nereaktivnosti. Kako se naš pristup zasniva 

na posmatranju evolucione funkcije community 
matrice, on nije invarijantan u odnosu na normu koju 

koristimo. Ovde ćemo razmatrati slučaj kada 
ispitujemo maksimalno odstupanje od ekvilibrijuma 

(maksimum norma). Analogno se razmatra i slučaj 
kada ispitujemo kvadratno odstupanje od ekvilibri-

juma (euklidska norma). 

Neka je ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞. Definišimo vrednost  

𝑠∞,𝜀
∗ : = 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ≥ 0 ∶  ν𝐴(𝑠)

∞ < −𝜀} 

koja predstavlja 𝜀−robustan indikator nereaktivnosti 
i koja se, slično ranijem, može preformulisati u 
oblik: 

 

𝑠∞,𝜀
∗ =

{
 

 
 max
𝑖∈𝑁

{
1

𝑑𝑖
( ∑ |𝛼𝑖𝑗|

𝑛+1

𝑗=1,𝑗≠𝑖

+ 𝜀)} , |𝛼𝑛+1,𝑛+1| > ∑|𝛼𝑛+1,𝑗|

𝑗∈𝑁

+ 𝜀 ,

  +∞ ,                                  𝑖𝑛𝑎č𝑒.

 

 

Drugim rečima, indikator nereaktivnosti se malo 
menja za male promene u community matrici i 
indikator 𝜀−robusne nereaktivnosti se može eks-
plicitno zapisati pomoću elemenata matrice i para-
metra robusnosti. Kako je robusna nereaktivnost 
zahtevniji uslov za ekvilibrijum od nereaktivnosti, 
indikator koji smo izveli je često značajno veći od 1, 
te govori o tome da su empirijske trofičke mreže, u 
principu, reaktivni TIDS, tj. da uglavnom uvek postoji 
tranzicioni rast.  

Stoga se postavlja pitanje da li možemo još 
nešto dodatno reći o takvom ponašanju empirijske 
trofičke mreže u terminima odnosa između dija-
gonalnih i vandijagonalnih elemenata community 
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matrice A(1) izraženih kroz osobine sličnim strogoj 
dijagonalnoj dominaciji (SDD), koje imaju “realno” 
tumačenje. Odgovor leži u lokalicionim oblastim 
pseudospektra koje smo razvili u (Cvetković, 2017), 
ali ta tema prevazilazi okvire ovog rada. Zadržimo 
se samo na komentaru da, zahvaljujući Krajsovoj 
konstanti, možemo nešto reći i o tranzicionom 
ponašanju emprijskih trofičkih mreža. Naime, ako 
imamo lokalizacije 𝜀-pseudospektra, možemo dobiti 

gornje ocene za 𝜀-pseudospektralnu apscisu, a time 
i gornje ocene Krajsove konstante. Drugim rečima, 
maksimalna amplifikacija evolucione funkcije se 
može ograničiti sa gornje strane upotrebom loka-
lizacija pseudospektra. Pri tome, 𝜀-pseudo Gerš-
gorinov lokalizacioni skup odgovara slučaju robusne 
nereaktivnosti, što znači da, kada je takav slučaj na 
snazi, tu već znamo da je maksimalna amplifikacija 
manja od 1 (nema tranzicionog rasta), dok za druge 
lokalizacione skupove ovo ne mora da važi. 
Međutim, da bismo adekvatno ocenili maksimalnu 
amplifikaciju treba konstruisati, takođe, i donje 
granice za Krajsovu konstantu. Stoga ostaje kao 
interesantno otvoreno pitanje kako se lokalizacije 
pseudospektra mogu dalje iskoristiti za procenu 
tranzicionog ponašanja dinamičkih sistema.  

ZAKLJUČAK / CONCLUSION 

Korišćenje diferencijalnih jednačina za mode-
liranje trofičkih mreža prisutno je odavno, ali je opšte 
prihvaćena generalizovana Lotka-Voltera matema-
tička reprezentacija interakcija između vrsta, kako bi 
se proučavala njihova dinamika. Pri tome je problem 
stabilnosti jedan od najvažnijih, s obzirom da u 
terminima populacione dinamike, pitanje stabilnosti, 
zapravo, znači sledeće: da li, kada je ravnoteža jed-
nom uspostavljenja, mala promena u populacijama 
čini da se sistem vrati (brže ili sporije, sa ili bez 
oscilacija, itd.) u narušenu ravnotežu, ili je, pak, 
ravnoteža takva da jednom kada se i malo naruši, 
ne može da se povrati. Očigledno, ovo pitanje je 
jedno od ključnih pitanja u oblasti očuvanja životne 
sredine.  

Pomoću spektra matrice i njegove lokalizacije 
Geršgorinovim skupom razvijeni su indikatori sta-
bilnosti i to tako što su, najpre, dijagonalni elementi 
community matrice, koji predstavljaju samoregu-
lišući faktor organizama i odnose se na stopu 
gubitka organizama u stabilnom stanju, parame-
trizovani parametrom 𝑠, a zatim je taj parametar 
računat tako da community matrica 𝐴(𝑠) za neko 

𝑠 ∈  (0,1] čini da je posmatrani TIDS u određenom 
smislu “lokalno stabilan” (rezilijentan, nereaktivan u 
nekoj od normi). Tada najmanje takvo 𝑠 predstavlja 
dovoljan stepen intraspecifične kompeticije (proce-
nat stopa netrofičkih smrtnosti svake od grupa) koji 
“stabilizuje” trofičku mrežu u posmatranom smislu. 
Zato se takvo 𝑠 može smatrati indikatorom, pri čemu 

manje vrednosti označavaju “stabilnije” trofičke mre-
že.  

Mđutim, u ovom radu uveli smo potpuno nov 
pristup proučavanju stabilnosti, jer smo koristili 
teoriju pseudospektra umesto klasičnog spektra. 
Generalno govoreći, u slučaju kada je matrica 
posmatranog LTIDS normalna, karakteristični koreni 
u potpunosti objašnjavaju dinamička svojstva - ne 
samo asimptotska. Međutim, ukoliko matrica nije 
normalna, evoluciona funkcija može imati vrlo ra-
zličito ponašanje, pre nego što se ispolji asimptotika. 
Osobina matrice koja može objasniti to tranziciono 
ponašanje je pseudospektar. U terminima LTIDS, to 
znači da ne posmatramo perturbacije ravnotežnog 
stanja dinamičkog sistema, već perturbacije uprav-
ljajućih zakonitosti! Na primeru populacionih mode-
la, to znači da pored poremećaja u brojnosti poje-
dinih populacija želimo da tretiramo i poremećaje 
odnosa između populacija. Svakako, u realnim pro-
cesima koji nas interesuju takvi poremećaji ne samo 
da su mogući, već su, zapravo, od ključnog interesa.  

Ovakvim pristupom, na osnovu nove veličine 𝑠𝜀
∗, 

pojačali smo zaključke o dinamičkim svojstvima, ne 
samo u smislu robusnosti, već i u smislu procene 
stabilnosti koja se uklapa u okvir dopustivog 
tranzicionog ponašanja organizama, kao takvih, 

izborom adekvatnog 𝜀 parametra.  
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