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Sazetak: Razumevanje odnosa izmedu kompleksnosti biosistema i njihove stabilnosti lezi u osnovi, kako modeliranja
sistema Zivotne sredine, tako i razvoja odrzivih strategija za njihovo oCuvanje i obnovu. Stoga je poznati fenomen
medusobne povezanosti kompleksnosti biosistema, u smislu povezanosti funkcionalnih grupa i sloZzenosti povratnih sprega
trofickih interakcija izmedu njih, sa jedne strane i dinamicke nestabilnosti, kao nesposobnosti sistema da se povrati u
ravnotezno stanje nakon malih ili umerenih promena u razmeni organske materije, sa druge strane, intenzivno istrazivan.
Kao jedan od izuzetno uspesnih alata za tu vrstu istrazivanja, kao i za mnoge druge, kao Sto su problem interakcije izmedu
biosistema u tlu i iznad njega, problemi vezani za mineralizaciju organske materije i odnos azot : ugljenik u tlu, predvidanje
izumiranja vrsta, osetljivost biosistema na funkcionalne promene u trofi¢kim odnosima, kao i mnoge druge, pokazao se
mehanisticki model energetskih mreza ishrane, baziran na generalizovanim Lotka-Voltera jednacinama populacione
dinamike, prilagodenih fenomenu kruZenja organske materije u vidu azota i ugljenika kroz troficke nivoe, pocevsi od
detritusa, pa do predatora na vrhu lanca ishrane. Tema ovog rada je primena novih, prakticno upotrebljivih merila koja
omogucavaju opis osetljivosti biosistema, kako na kvanitativne promene nastale u kruZzenju organske materije, tako i
funkcionalne promene u trofickim interakcijama, usled izmene ponasanja funkcionalnih grupa, radi adaptacije na izmenjene
uslove Zivotne sredine. Primer empirijske troficke mreze tla i njegova dinami¢ka analiza su (do sad nepublikovani) originalni
deo doktorske disertacije autora.

Kljuéne reci: dinamicki sistem, Lotka-Voltera model, stabilnost, robusna stabilnost, troficke mreze.

Abstract: Understanding the relationship between the complexity of biosystems and their stability is the basis of both, the
modeling of environmental systems, and the development of sustainable strategies for their preservation and restoration.
Therefore, the well-known phenomenon of interconnectedness of the complexity of the biosystem, in terms of the
connection of functional groups and the complexity of the feedback loops of trophic interactions between them, on the one
hand, and dynamic instability, as the inability of the system to return to an equilibrium state after small or moderate changes
in the exchange of organic matter, on the other hand, has been intensively studied. One of the extremely successful tools
for this type of research, as well as for many others, such as the problem of interactions between biosystems in and above
the soil, problems related to the mineralization of organic matter and the ratio of nitrogen: carbon in the soil, prediction of
species extinction, sensitivity of biosystems to functional changes in trophic relationships, like many others, is the
mechanistic model of energy food networks, based on the generalized Lotka-Volterra equations of population dynamics,
adapted to the phenomenon of the circulation of organic matter in the form of nitrogen and carbon through trophic levels,
starting from detritus, and ending with predators at the top of the food chain. The topic of this paper is the application of
new, practically usable criteria that enable the description of biosystem sensitivity, both to quantitative changes in the
circulation of organic matter, and to functional changes in trophic interactions, due to changes in the behavior of functional
groups, in order to adapt to changed environmental conditions. An example of an empirical soil trophic network and its
dynamic analysis are the (so far unpublished) original part of the author's doctoral dissertation.
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UVOD / INTRODUCTION

Matemati¢ki model koji éemo razmatrati odnosi
se na troficku mrezu od n funkcionalnih grupa Zivih
vrsta sa fondom nezive organske materije, Cija je
energija protoka priblizno opisana generalizovanim
Lotka-Voltera jedna¢inama. Ovaj model preuzet je iz
knjige (Moore, de Ruiter, 2012).

Da bismo opisali model, uvedimo, najpre, neke
oznake.

Za i € N:= {1,2,...,n}, sa x;(t) oznacimo
gustinu biomase i—te funkcionalne grupe u vremenu
t = 0. Za troficke mreze tla jedinica je obi¢no gram
ugljenika (ili azota) po hektaru po centimetru dubine.
Gustinu biomase detritusa oznaimo sa x,.(t).
Skupove indeksa koji odgovaraju slicnim funkcio-
nalnim grupama oznacimo sa:

= P - primarni proizvodaci (biljke, itd.)
= C - primarni potrosaci (biljojedi, gljivojedi,
bakteriojedi i mesozderi)
» D - detritusozderi (detritus potroSaci poput
nekih gljivica, bakterija, itd).
Zai € P, sa g; > 0 oznatavamo stopu rasta
tog primarnog proizvodaca.

Za i € N, sa b; > 0 oznatavamo stopu
smrtnosti te vrste zbog ne-trofi¢kih razloga, sa a; €
(0,1) njegovu energetsku efikasnost asimilacije, a
sa p; € (0,1) njegovu efikasnost produktivnosti.
Dakle, a;p; predstavlja energetsku efikasnost u
trofiCkoj interakciji.

Napomenimo da su unutradnja stopa rasta g; i
stopa smrtnosti b;, po jedinici vremena, osobine
funkcionalnih grupa organizama baziranih na
njihovom prethodnom pona$aniju i/ili njihovoj fizio-
logiji, dok energetska efikasnost u trofi¢koj interakciji
a;p; predstavla odnos imobilisane materije ili
energije koja formira novu biomasu u obliku rasta i
razmnozavanja i koliCine potroSene materije ili
energije. U tom smislu, efikasnost asimilacije se
definiSe kao kolicnik asimilovane konzumacije
(unosom molekula kroz ¢éelijske membrane, tako da
se mogu koristiti za rast, reprodukciju i odrzavanje)
i ukupne koli€ine potroSene biomase, a efikasnost
produktivnosti definisana je kao koli¢nik asimilovane
biomase koja se koristi za produkciju (rast i raz-
mnozavanje) i ukupne koli¢ine asimilovane bioma-
se.

Konacno, budué¢i da model koji istrazujemo
uklju€uje i biomasu nezive organske materije koja
ulazi u sistem spolja, definisacemo g, = 0 kao
stopu rasta biomase iz takvog alohtonog izvora, po
jedinici vremena.

Razmena energije izmedu Zivih vrsta modelira
se pomoc¢u funkcionalnih odgovora. Naime, za
svakog predatora j € C, karakteristika koja opisuje
kako se on prilagodava promenama u gustini
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biomase njegovog plenai € P u momentu t je data
sa fj(x; (1))

Koriste¢i uvedene oznake, deterministicki
sistem jednacina protoka energije u funkcionalnim
mrezama ishrane izgleda ovako:

= upravljajuéi zakon funkcionalnih grupa pro-

izvodaCa i € P:

X = gix; — Z fi(x)x; — filxpdx;,
jec
= upravljajuéi zakon funkcionalnih grupa po-
troSaai € C:

X; = a;p; Z fi(xj)xi —bix;
JeN\{i}
= D fGg = i,
jec\{i}
= upravljajuci zakon funkcionalnih grupa detri-
tusozderai € D:

X; = aipifi(Xn41)x;—bix;
- z fj(xi)xj - fi(xi)xi,
jec
= upravljajuci zakon detritusa:

Xne1 =9p + Z bjx; — b;x;
jeN
- Z (1 - a;)f; Ca)x;
JEC,keN\{j}
- fj(xn+1)xj.
€D

Prateci konvenciju u literaturi, za detritus kori-
stimo indeks D da bismo ga razlikovali od ostalih.
Detritus ulazi u sistem spolja (alohtoni izvori) ili
iznutra (autohtoni izvori). Alohtoni izvori predstav-
lieni su izrazom gD. U ovom modelu, mi ih, bez
ogranienja opstosti, posmatramo kao jedan izvor.
Sto se tiée autohtonih izvora, ovaj model identifikuje
dva takva izvora:

» Yiecckem(1 — a;)f;(xi)x; , koji predstavija
neasimilovane delove plena koje je predator
pojeo i uklju€uje izmet, otpatke i nepojedene
ostatke

*  Yjen bjx; , koji predstavlja leSeve koji umiru
iz ne-trofi¢kih razloga.

Konacno, izraz ¥ jep fj(xn+1)x; predstavija di-

rektnu konzumaciju detritusa.

Naravno, u zavisnosti od tipa funkcionalnog
odgovora, zavisi¢e i slozenost samog modela. Naj-
jednostavniji oblik tog funkcionalnog odgovora jeste
linearni, koji pretpostavlja da je brzina napada
konstantna u odnosu na gustinu plena (ne zavisi od
gustine plena), odnosno da je u pitanju linearna
zavisnost

fixi(®) = ¢ x;(b),
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gde ¢;; = 0 predstavlja koeficijent konzumacije po
jedinici biomase po jedinici vr.emena. U slu¢aju kada
nema troficke interakcije, taj koeficijent je jednak
nuli. Sli¢no vazi i za detritusozdere j € D, pri Cemu
je
fj(xn+1(t)) = Cn+1j Xn+1(E),

a x,.(t) je gustina biomase u detritusu u momentu
t.

Veoma je vazno ponovo napomenuti da za sve
funkcionalne grupe organizama i € P U C U D,
uzimamo u obzir i samoograni¢avajuc¢i faktor kao
kompeticiju unutar vrste, u smislu negativnog uticaja
jedinki na rast i reprodukciju ostalih jedinki u njihovoj
funkcionalnoj grupi. Ovaj proces se modelira kao
model zavisnosti od gustine istog tipa funkcionalnog
odgovora, u nasem slucaju, linearnog tipa:

it () = ¢ x;:(0),
gde ¢; > 0 predstavlja stepen kompeticije unutar
vrste (intraspecificna kompeticija) i uklju€uje pribav-
ljanje i koris¢enje zajednickih resursa (plen, prostor,
partner, svetlost, bitne hranljive materije, itd.).
U slu€aju ovakvih - linearnih funkcionalnih odgo-
vora, dinamika prati sledeci zakon:

(1) = ¢(x(®),
gde je ¢ nelinearna funkcija definisana pomocu
parametara g, ,b; ,a; i p; (i € N), kao i parametara
trofickih interakcija c;;, obicno izrazenih matricom C
trofickih interakcija dimenzije n+ 1 x n+ 1. Matri-
ca C ima blok formu, zbog podele funkcionalnih
grupa vrsta na Cetiri skupa indeksa C,P,D i {n + 1},
pocev od top predatora pa na dole, te se uprav-
ljaju¢a funkcija ¢ mozZe zapisati po komponentama
kao:
n+1

@ (x) = (g — b)x; — cux? +x; Z(aipicji - Cij) Xj»
=1
j#i
iE€EN,
n+1

nin() = 9o + ) byx;
j=1

n+ln+1

]:
+ Z Z(l - aj)cjk Xj Xy

j=1 k=1
k#j
n+1

- Z Cn+1,jXn+1 %) »

j=1
Community matrica je, u stvari, vrednost Jako-
bijana u ravnoteznoj tacki x*. Vrednost funkcije ¢ u
tacki x* jednaka je nuli, pa za dopustive (feasible)
tacke ekvilibrijuma, tj. za one za koje je x* >0,
zakljuéujemo da je community matrica A = [a;;]
data sa:
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p —{_C”x"*‘ ST Gjem
Y _(Cij - eicji)x{‘ , i ?5] ’
(0, ieCuP
Hn 1 = eiCpar X, L€D
Uni1,j = bj — Cny1,jXns
+ Z (1 = ap)cjrx (GEN)
keN\{j}
Antin+1 = — z Cn+1,kx1: .
ken

Funkcija evolucije ¢,(t) community matrice A,
dakle, u potpunosti je odredena parametrima efi-
kasnosti asimilacije a;, efikasnosti produktivnosti p;,
matricom parametara trofickih interakcija C, kao i
ravnoteznim gustinama biomase x;. Prema tome,
da bismo formirali model primenljiv na realne eko-
sisteme, neophodno je kalibrisati ove parametre, i to
na osnovu empirijskih podataka. Medutim, dok se
parametri obe efikasnosti mogu utvrditi na osnovu
fizioloSkih osobina funkcionalnih grupa organizama,
a gustine ravnotezne biomase merenjima, veliki iza-
zov za primenu ovog modela predstavljaju vrednosti
matrice trofiCkih interakcija. Naime, kako su to stope
interspecifi€nih interakcija, konzumacije po jedinici
biomase po jedinici vremena, (vandijagonalni ele-
menti matrice) i stope intraspecificne kompeticije
(dijagonalni elementi matrice), utvrdivanje ovih vred-
nosti, na osnovu realnih podataka, nije direktan
postupak. Praticemo isti metod kao u (Moore, de
Ruiter, 2012) i (Neutel et al., 2007), gde je comm-
unity matrica izvedena iz

e B;[g C ha™'cm depth™'] — izmerene godis-
nje prosecne biomase za svaku funkcional-
nugrupui € N,

e d; — stope ne-predatorske smrtnosti u ekvi-
librijumu, ukljuujuéi smrtnost (koja zavisi
od gustine) prouzrokovanu intraspecific(nom
kompeticijom za svaku funkcionalnu grupu
i €N,

e q; i p; — procenjenih fizioloSkih parametara
asimilacione efikasnosti i produkcione efi-
kasnosti, redom, za svaku funkcionalnu gru-
pui € N,kaoi

e y;; — faktora trofickih preferencija funkci-
onalne grupe j € N prema funkcionalnim
grupamai € N.

Sve ove vrednosti se mogu dobiti prou¢avanjem
fiziologije i trofickog ponaSanja organizama, kao i
merenjima biomase na terenu, te, stoga, gornji
model, u kome je community matrica A izvedena iz
navedenih vrednosti, nazivamo model empirijske
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troficke mreze. Sam postupak takvog dobijanja
community matrice navodimo u nastavku.

Prvo, za svaku funkcionalnu grupu i € N, sa M;
oznac¢imo godisnju stopu smrtnosti izazvanu pre-
datorstvom, a sa F; njenu ukupnu godi$nju stopu
hranjenja (obe u g C ha™! cm depth™ty~1). Pretpo-
stavljaju¢i da se sva merenja biomase vr§e u toku
ekvilibrijumskog stanja ekosistema, mozemo zaklju-
Citi da vazZi zakon o bilansu mase u ravnoteznom
stanju, koji se da izraziti kao
FF=—"—— (EN).

ajpj
Sa druge strane, ukupna godi$nja stopa F; hranjenja
grupe j € N distribuirana je na tipove plenai € N
na sledeci nacin:
. L

YkeN YkjBj
gde je F;; godiSnja stopa hranjenja grupe j plenom
i. Konaéno, godiSnja stopa smrtnosti izazvane
predatorstvom je

JEN

Dakle, da bismo odredili vrednosti F;; godiSnjih
stopa hranjenja potrosacaj € C U D plenom i € NU
{n + 1}, na osnovu kojih moZemo Kkalibrisati
community matricu A, neophodno je da reSimo
gornji sistem jednacina po F;;. S obzirom da su
jednadine rekurentno povezane, neophodno je znati
odakle poceti reSavanje. Odgovor leZi u Einjenici da
troficke mreZze imaju hijararhijsku strukturu po
trofiCkim nivoima. Naime, najvisi trofiCki nivo €ine top
predatori, kojima se niko ne hrani. Ozna€avajuci sa
N, indekse funkcionalnih grupa koje se nalaze
u k —tom trofickom nivou k = 1,2,...,1, prateéi top-
to-bottom poredak, imamo da je

M; =0 (G €Ny,

na osnovu Cega raCunamo F; za sve j € Nq, koje
potom distribuiramo na nize troficke nivoe pomocu i
dobijamo F;; za sve jEN, i sve i EN, U..UN,.
Medutim, tada, kako su za sve j € N,, potrosaci koji
se hrane j—tom funkcionalnom grupom u Nj,
dobijamo

F GeN),

M= Fi (N
kKEN

Sada (Citav postupak mozZemo nastaviti za
troficki nivo N,, i potom redom za N;, sve do
poslednjeg N;, u kome se nalaze proizvodaci i
detritus.

Na ovaj nacin smo dobili stope hranjenja F;; za
svaki trofiCki odnos funkcionalne grupe j koja se
hrani grupom i, Sto kao stopa po izmerenoj biomasi
B; upravo odgovara vrednosti c;;x;, tj. vaZi

384

. Fi . o

CiXi =g A<ij<n+1,i#j).
]

Prema tome, uz fizioloSke parametre, na osnovu
empirijskih podataka su odredeni svi elementi
community matrice A, osim dijagonalnih a;; = ¢;x;,
(i € N).

Medutim, intraspecificna kompeticija se moze
posmatrati kao deo godi$nje ne-predatorske stope
smrtnosti, u oznacid;, i € N, .

cixi = sid;, (i € N),
gde za funkcionalnu grupu i € N, izraz s; pred-
stavlja deo godiSnje ne-predatorske stope smrtnosti
d;, koja je rezultat intraspecificne kompeticije
(prirodna smrt) i koja je nepoznati parametar.

Pod pretpostavkom da je s = s; zasve i € N,
community matrica A sada zavisi od parametra s,
tj.

A=A(s)=sD+aG,
gde je D = diag(d,, d,, ..., d,, 0), G = [g;], a
0, i=j, i€N
9ij ={ aij, inace

Dakle, community matrica A(s) zavisi od intra-
specificno kompeticionog faktora s samo na dija-
gonalnim ne-detritus mestima, dok je ostatak
fiksiran empirijskim podacima, pa se taj parametar s
koristi za odredivanje indikatora stabilnosti za
posmatranu troficku mrezu. Preciznije, ukoliko
postoji s € (0,1] takvo da community matrica A(s)
¢ini da je posmatrani TIDS u odredenom smislu
"lokalno stabilan” (rezilijentan, nereaktivan, robusno
nereaktivan, robusno eksponencijalno stabilan, itd.),
tada najmanje takvo s predstavlja dovoljan stepen
intraspecificne kompeticije (procenat stopa netro-
fickih smrtnosti svake od grupa) koji "stabilizuje”
trofiCku mrezu u posmatranom smislu. Zato se takvo
s moZe smatrati indikatorom, pri &emu manje
vrednosti oznacavaju "stabilnije” troficke mreze, dok
vrednosti s = 1 govore o tome da se posmatrana
trofiCka mreza ne mozZe smatrati “stabilnom”, tj. da
se sistem ne moze stabilizovati putem intra-
specificne kompeticije (s je, u sustini, procentualna
kategorija, pa ima smisla samo za vrednosti izmedu
0il).

Kao $to je vec¢ receno u (Neutel et al., 2007),
prednost izrazavanja stabilnosti u terminima dija-
gonalnih elemenata leZi u &injenici da, dok sami
karakteristicni koreni nemaju direktno biolosko tu-
macenje, nivo jacine intraspecificne interakcije (koji
se ogleda u s) ima biolodko, materijalno tumacenje.
U tom smislu, dijagonalni elementi predstavljaju
samoreguliSuci faktor organizama i odnose se na
stopu gubitka organizama u stabilnom stanju. On je
dinamicko i energetsko ograni¢enje, posto se moze

ECOLOGICA, Vol. 31, No 116 (2024)
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protumaditi kao gubitak, kroz samoregulaciju, u od-
nosu na ukupan prirodni gubitak koji sistem moze
imati (za date ravnotezne stope i stabilnost).

O tome na koje sve nadine mozemo iskoristiti
parametar s kao indikator ekoloSke stabilnosti
trofickih mreza bavicemo se u nastavku. Najpre
¢emo prezentovati u literaturi poznate rezultate,
zajedno sa diskusijom o njihovim nedostacima, a
zatim ¢emo konstruisati nove indikatore, zasnovane
na matematickim razmatranjima u (Cvetkovic,
2023).

Da bi se razvili indikatori ekoloSke stabilnosti
empirijskih trofickih mreza, do sada su, koliko je
autoru poznato, od navedenih osobina iskoris¢ene:

= eksponencijalna stabilnost LTIDS (polozaj

spektra)

» nereaktivnhost u maksimum normi (polozaj

GerSgoprinovog skupa)
= nereaktivnost u euklidskoj normi (numericki
raspon)
i to na sledeci nacin. U (de Ruiter et al., 1995) je za
indikator stabilnosti troficke mreze, predstavljene
empirijskim podacima, uzeta vrednost s;,, koja pred-
stavlja najmanju vrednost s, takvu da je community
matrica A(s) strogo dijagonalno dominantna (SDD),
8to je, s obzirom na negativnost njenih dijagonalnih
elemenata, ekvivalentno sa &injenicom da njen
Gersgorinov skup lezi u otvorenoj levoj kompleksnoj
poluravni.

ss = inf{s = 0: T(A(s)) € C7}.
To je ekvivalentno sa
se = inf{s 2 0: v, <0},

gde je vy, reaktivnost matrice A u maksimum
normi. lz tog razloga, ovaj indikator nazivamo
indikator nereaktivnosti u maksimum normi. S
obzirom da se parametar s nalazi na svim
dijagonalnim mestima matrice, osim na poslednjem,

koji odgovara detritusu, jasno je da s ne mora
postojati u opStem slu€aju. Preciznije, ukoliko je

[T )
jEN

matrica A(s) ne moze biti SDD niti za jedno s, $to
¢emo konvencijom zapisati kao s =4+, U
suprotnom, s obzirom da je a; = —sd; zai € N,
mozZemo eksplicitno odrediti sve s za koje je svaka
vrsta matrice A(s) strogo dijagonalno dominantna.
Drugim re€ima, indikator s;, ima lepu osobinu da se
eksplicitho moZe zapisati u terminima elemenata
matrice A(1):

1 n+1
sy = r{le?\lx{d_[ Z |aij|}; |an+1,n+1| >Z|an+1»}'| ’

Jj=1,j=#i JEN
400, inace.
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Pored toga, u istom radu, s obzirom da je
ovakav uslov za nerekativnost community matrice
Cesto previse zahtevan za empirijske troficke mreze,
razvijen je i indikator zasnovan na generalizovanim
dijagonalno dominantnim (GDD) matricama kaji je
manje zahtevan, ali se ne moze eksplicitno izraziti
preko elemenata matrice i stoga ga je neophodno
numericki odrediti, Sto je netrivijalan i racunski dale-
ko slozeniji i skuplji postupak, te ga ovde izostav-
ljlamo.

Na sli¢an nacin, razvijen je indikator zasnovan
na numerickom rasponu, tj, nereaktivnosti u
euklidskoj normi, ali, kao Sto je to bio slu€aj sa
indikatorom zasnovanom na GDD matricama, tako i
ovde, postupak izraunavanja mora biti numericki i
zapravo je to problem optimizacije najveéeg karak-
teristicnog korena hermitske matrice. Kao takav,
ovaj postupak je netrivijalan i numeri¢ki zahtevan, te
i njega izostavljamo.

Konacno, u (Moore, de Ruiter, 2012) i (Neutel et
al.,, 2007) za indikator stabilnosti troficke mreze,
predstavljene empirijskim podacima uzeta je vred-
nost s*, koja predstavlja najmanju vrednost za s
takvu da je community matrica A(s) stabilna, tj. da
ima sve karakteristicne korene u otvorenoj levoj
kompleksnoj poluravni. Preciznije,

s =inf{s >20: A(A(s)) € C7}.

Sli¢no prethodnom, izracunavanje indikatora s*
je problem optimizacije najdesnijeg karakteristicnog
korena matrice A(s), 5to je, s obzirom na njenu (ne-
hermitsku) strukturu, dodatno slozZeniji numericki
postupak od prethodnog slucaja.

Pre nego Sto predemo na nove originalne
indikatore ekoloSke stabilnosti trofickih mreza,
kratko ¢emo ilustrovati upotrebu indikatora sy, is* i
ukazati na odredene potedkoce koje nastupaju.
Posmatrajmo isti primer koji je obraden i u radu
(Neutel et al.,, 2007). Bez ulazenja u detalje,
navedimo samo da za njenu community matricu

A(s) = sD + G, dobijamo
S =400 i s*=0.012766.

Ocigledno, s > 1govori o tome da u mak-
simum normi ova empirijska troficka mreza mora biti
reaktivna, dok s* <1 predvida da je moZemo
smatrati asimptotski stabilnom. Takode, €injenica
s =+ znali da poslednja vrsta community
matrice nije SDD, tj. da je detritus odgovoran za
reaktivnost u maksimum normi, koja se ne moze
otkloniti intraspecificnom kompeticijom. Dakle,
maksimalno odstupanje od ekvilibrijuma &ak i u
prisustvu neograni¢enog spoljnog izvora ishrane,
obavezno mora proc¢i kroz amplifikacioni rast, usled
dinamike upravljene detritusom.

Na Slici 1 je na desnoj strani prikazan spektar
community matrice A(s*) za s* =0.012766, a sa
leve strane odgovaraju¢i amplifikacioni omotacé
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D45+ (t). Kao Sto mozemo videti, vreme neophodno
da se sistem oporavi nakon perturbacije je viSe od
jednog milenijuma!

Stavige, pre nego $to sistem apsorbuje poéetnu
perturbaciju i vrati se u stanje ekvilibrijuma, u prvih
100 godina, on prolazi kroz fazu svoje tranzicione
amplifikacije, koja je ve¢a od 3000. O¢igledno, to
moze biti kritiéno visoko i moze prevazi¢i nosive
kapacitete ekosistema. Drugim reCima, ova
amplifikacija moze da dovede do gubitka
funkcionalnog integriteta ekosistema, pre nego $to
se ispolji efekat asimptotske stabilnosti. Zbog toga
je tranziciono ponasanje za izabrano s neophodna
informacija za bolje razumevanje dinamickih
ogranienja u strukturi sistema.

U &emu je, zapravo, nastala poteSkoca pri
formiranju indikatora s*? Odgovor se ssadrzi u

Cinjenici da su predator-plen interakcije medu
predatorima sadrZzane u dijagonalnom bloku
community matrice koji predstavlja retku matricu, Ciji
su dijagonalni elementi strogo negativni, a u slu€aju
kada nema obostranih trofickih interakcija izmedu
predatora, njen doniji trougaoni deo je nepozitivan,
dok je gornji trougaoni deo nenegativan i numericki
znacajno manjeg reda. Upravo ovakva struktura
community matrice empirijskih trofickih mreza €ini je
dalekom od normalne (vidi (Trefethen, Embree,
2005) za detaljni tretman ne-normalnih matrica i ne-
normalne dinamike) i zbog toga je odgovorna za to
da indikatori stabilnosti izvedeni preko asimptotske
stabilnosti najéeS¢ée odgovaraju ekstremno dugim
vremenskim periodima potrebnim da se sistem vrati
u stanje ravnoteze (koje je perturbovano), prolazeci
kroz, moguce kritinu, tranzicionu amplifikaciju.

Amplifikacioni omotac Spektar
3500 T T T . .
: : : : : : : : : | %
aooof o\ b b e ~1-8=0.012766 | ®
: : : : u
2500 -
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< 1500 *
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_al
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Slika 1: Tranzicioni rast (levo) i spektralni portret u kompleksnoj ravni (desno) za community matricu A(s™),
zas* =0.012766

Motivisani ovim razmatranjem, uvodimo druga-
Ciji pristup, koji ¢e obezbediti realisti¢niju interpre-
taciju.

NOVI INDIKATORI STABILNOSTI /
NEW STABILITY INDICATORS

Standardne osobine eksponencijalne asimp-
totske stabilnosti i nereaktivnosti bili su osnova do
sada razvijenih indikatora. Medutim, kao $to smo
videli, koriste¢i samo pocetno ponasanje evolucione
funkcije (nereaktivnost) i njeno asimptotsko pona-
Sanje, nismo u stanju da formiramo u potpunosti
adekvatne indikatore ekoloske stabilnosti. Razlog
tome je viSestruk:

= Prvo, perturbacije ravnoteznog stanja pro-

toka energije kroz ekosistem u principu nisu
samo poremecaji gustine biomase unutar
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funkcionalnih grupa. Poremecaji mogu biti,
a Cesto upravo i jesu, u fizioloskim svojstima
organizama, kao i u trofickom pona$anju.

= Drugo, empirijski podaci, kao takvi, nisu do-
voljni da se formira model samo na osnovu
njih, usled osetljivosti merenja i stohasti¢kih
fluktuacija.

= Trece, ak i umereno reaktivni asimptotski
stabilni LTIDS mogu imati izrazito veliku
tranzicionu amplifikaciju, koja moZe narusiti
nosivi kapacitet ekosistema.

Medutim, postoji alat koji otklanja upravo ova tri
nedostatka. To je pseudospektar i njegove loka-
lizacije. Preciznije re€eno, postojec¢e indikatore mo-
Zzemo unaprediti inkorporirajuci perturbacije com-
munity matrice u analizu dinamickih svojstava ekvi-
librijuma.

ECOLOGICA, Vol. 31, No 116 (2024)
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U realnom zivotu, troficke mreze su podlozne
znacajnim stohasti¢kim varijacijama, kako demo-
grafskim, tako i varijacijama okoline, vidi (Varu-
ghese, Fatti, 2008). Uklju€ivanje tog stohasti¢kog
ponadanja mozZe dovesti do toga da se sistem po-
nasa znacajno drugacije od svog deterministi¢kog
duplikata, vidi (Mao et al., 2002).

Poznato je, vidi (Trefethen, Embree, 2005), da
je moguca situacija u kojoj karakteristi¢ni koreni leze
u levoj poluravni, obezbedujuci asimptotsku sta-
bilnost ekvilibrijuma, a da se istovremeno e-pseudo-
spektar propagira daleko u desnu poluravan, ¢ak i
za veoma malo ¢, dovodeci do tranzicionog pona-
Sanja. Kada se radi o empirijskim trofiCkim mre-
Zama, to znaci da, iako je doti¢ni ekosistem ocenjen
kao stabilan, na osnovu spektra community matrice,
pre nego to asimptotsko ponasanje poCne da se
manifestuje, moze proci viSe od veka - daleko izvan
vremenskog okvira u kome se se linearizacija moze
smatrati validnom. Jo§, pri tome, tranziciona ampli-
fikacija moze prevazilaziti nosivi kapacitet ekosi-
stema.

Posmatrajuéi isti problem iz drugog ugla,
mozemo tvrditi da je ispitivanje stabilnosti samo
pomocu spektra ne-normalnih community matrica
(8to je u praksi najéeS¢i slu€aj) u najmanju ruku
nedovoljno. Zbog greSaka u merenju i empirijskih
nesigurnosti u odredivanju fizioloSkih parametara i
gustine biomase, izraCunata community matrica
bice adekvatna reprezentacija ekoloSkog sistema
samo ako se posmatra zajedno sa granicama
nesigurnosti.

Dakle, vazno je analizirati kako ¢e se navedeni
indikatori stabilnosti ponaSati u prisustvu neizve-
snosti u modelu empirijskih trofickih mreza.

Zato, po€nimo slede¢im pitanjem: Do koje mere
mogu i¢i nesigurnosti (neizvesnosti) u parametrima
koji definiSu model v, a da se sacuva indikator
stabilnosti?

Da bismo analizirali ovo pitanje, oznacimo sa A,
nesigurnost empirijskin podataka koji formiraju
vrednosti a;; za 1 < i,j < n + 1. Drugim reCima:

=  empirijska community matrica je A(s), a
» fa¢na community matrica je A(s) + A,
pri Cemu je A= [A;; ] nepoznato.
Ako pretpostavimo da su merenja na terenu i
fizioloSke studije razumno dobre, matrica nesigur-
nosti A ima razumno male elemente.

Neka je € > 0 nivo nesigurnosti u smislu da je
Il All < i definiSemo novi indikator, koji uzima u
obzir normu nivoa nesigurnosti :

sp = min{s =>0: U A(A(s) +A) < C‘]

IAls
Nasuprot prethodnih, ovaj novi e-robusni indikator
ss ima interpretaciju u terminima tacne community
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matrice. Naime, s; je najmanji deo godiSnje stope
smrtnosti koja je rezultat intraspecificne kompeticije,
a koji garantuje da je tacna community matrica
lokalno asimptotski stabilna, ako se baziramo na
empirijskim podacima A(1) i nivou nesigurnosti ¢ >
0. Drugim recima, s;je najmanja vrednost koja
garantuje da su sve matrice A(s;)+ A lokalno
asimptotski stabilne za |l All< ¢. To, nharavno,
uklju€uje i tacnu (ali nepoznatu) community matricu.

Prema tome, novi indikator stabilnosti s;uzima u
obzir prirodne stohasticke fluktuacije, neta¢nosti u
merenjima na terenu, kao i moguce strukturalne i
fizioloSke poremeéaje i to u obliku parametra
nesigurnosti €. Ova vrednost, u sustini, odrazava
najgori scenario, u kome nesigurnosti mogu pomeriti
stabilan sistem u nestabilan. Prema tome, s; treba
razumeti kao indikator koji je robustan u odnosu na
stohasticke fluktuacije i netacnosti kontrolisane
parametrom e.

Naravno, postavlja se pitanje kako ovakav
indikator izraCunati. ¢ —pseudospektar je dobar
izbor alata za utvrdivanje spektralnih osobina koje
su robusne u odnosu na matriCne perturbacije
ograni¢ene u datoj normi parametrom ¢ > 0, pa se
indikator s; moze zapisati i kao

s:=min{s 20: A,(A(s)) = C}.

S obzirom da se radi o nekonveksnom optimi-
zacionom problemu, samo odredivanje ovakvog
parametra predstavlja veci izazov nego $to je to bio
slu€aj sa nerobusnim indikatorom i moraju se
koristiti napredni numericki algoritmi. Medutim, uko-
liko se ograni¢imo na slu€aj euklidske norme, mo-
Zemo formulisati postupak za radunje e-robusnog
indikatora stabilnosti s;, koristeéi neke od ideja datih
u (Trefethen, Embree, 2005; Byers, 1988; Freitag,
Spence, 2011; Kosti¢ et al., 2016; Guglielmi et al.,
2015; He, Watson, 1999), prilagodenih naSem opti-
mizacionom problemu.

Posto se pseudospektar u euklidskoj matri¢noj
normi moze evivalentno izraziti preko minimalne
singularne vrednosti matrice A —zE, pomocu
algoritma konstruisanog u radu (Kosti¢ et al., 2016),
moZe se izraCunati s; sa Zelienom tacnoSéu.
Primenom tog algoritma, dobijamo da s*=
0.012766 odgovara veli€ini s; = 0.01276599 za ¢ =
1078, &to znadi da ova izracunata vrednost garantuje
stabilnost samo ako su merenja vrlo preciznal
Dakle, kao sto se pretpostavlja u (Moore, de Ruiter,
2012) i (Neutel et al., 2007), ova vrednost teSko
moze posluZiti kao pokazatelj stabilnosti.

Sa druge strane, vrednost dobijena rando-
mizacijom s;,,s = 0.09 dobijena u (Neutel et al.,
2007) odgovara vrednosti s; = 0.09211586 za ¢ =
10~*. Prema tome, sada smo u moguc¢nosti da
zaklju¢imo da ova vrednost moZe garantovati
stabilnost community matrice u uslovima vecée
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nesigurnosti. To potvrduje zaklju¢ak da se situacija
popravila koriS¢enjem randomizacije. Medutim, ova
informacija se ne moze dobiti Monte Karlo metodom
koris¢enom u (Neutel et al., 2007).

Vazno je takode naglasiti i to da vreme povratka
invarijantno u odnosu na normu (definisano i u
(Moore, de Ruiter, 2012) kao recipro¢na vrednost
rastojanja izmedu spektra i imaginarne ose, a u
nasoj oznaci t}'*T) moze biti, u slu¢aju ne-normalnih
matrica, zna¢ajno manje od vremena povratka u
posmatranoj normi. U sluc¢aju s; g, :

tMET = 11.61 godina, dok u stvarnosti za takav
A(Srand)

sistem moze biti potrebno tAz‘(i;Tan
da se oporavi od perturbacija (u terminima euklidske
norme). Ta razlika je ovde, o€igledno, veoma
znacajna, posto ¢e posmatrana troficka mreza za 25
godina promeniti svoj stadijum razvoja, pa, dakle, i
svoju strukturu.

Prema tome, ostaje veoma interesantno pitanje
koji nivo nesigurnosti treba da izaberemo da bismo
dobili pouzdan indikator stabilnosti. Na primer, za
£ =1073, izraunavamo s; = 0.31742348i vidimo
da je vremenski rok za takvo s; mnogo kraci nego u

D= 113.5 godina

Tabela 1: Indikatori stabilnosti s} odgovaraju¢e maksimalne amplifikacije ¢ A(sD) i vremena povratka t

prethodnim situacijama, samo oko 25 godina je
potrebno da se ekosistem tla oporavi i vrati u stanje
ravnoteZze nakon male perturbacije. Takode, tran-
zicioni faktor rasta sugeriSe da se najveca devijacija
u odnosu na stabilno stanje deSava za otprilike 2
godine i da je manja od 200, dok je situacija za
randomizovani indikator i originalni spektralni indi-
kator mnogo gora.

Za &£=10"%, algoritam daje vrednost s; =
2.64613763. Prateci rezonovanje u (Neutel et al.,
2007), zakljuéujemo da, ako su merenja nesigurna
do na || All, £ 1072, dokumentovani troficki odnosi
ne garantuju da ¢e se kompenzovati stope gubitka
zbog smrtnosti. Sledstveno tome, matematicki
stabilan ekvilibrijum sa vremenom oporavka manjim
od 10 godina, u obliku Lotka-Voltera sistema, ce
zahtevati postojanje unutrasnje stope rasta
odredene vrste, §to podrazumeva hranjenje iz izvora
van sistema.

Ocigledno, vece vrednosti za ¢ odgovaraju
veéim vrednostima indikatora s;, manjim maksi-
malnim amplifikacijama ¢4 i kracim vremenima
&€

povratka tj'(’g) , to je prikazano u Tabeli 1.

2,RT
A(sg)

max

za razli¢ite vrednosti €

€ s; DaisH ti‘('g) [god] Odgovara
1078 0.012766 3000 2000000 s* iz (Neutel et al., 2007)
10~ 0.092116 333 110 st.na iz (Neutel et al., 2007)
1073 0.317424 174 27 -
1072 2.646138 37 11 -

TRANZICIONO PONASANJE | ROBUSNA
NEREAKTIVNOST /

TRANSITIONAL BEHAVIOR AND ROBUST NON-
REACTIVITY

Uvodenjem perturbacija community matrice i
pomocu pseudospektra, uspeli smo razviti indikator
koji pouzdanije govori o asimptotskoj stabilnosti i pri
tome, na odredeni nacin, kontroliSe maksimalnu
amplifikaciju i vreme povratka koji su od klju¢nog
znacCaja za ekosisteme.

Po analogiji sa ve¢ postoje¢im indikatorima
nereaktivnosti, prvo uvedimo nove robusne indi-
katore nereaktivnosti. Kako se na$ pristup zasniva
na posmatranju evolucione funkcije community
matrice, on nije invarijantan u odnosu na normu koju
koristimo. Ovde ¢emo razmatrati slu¢aj kada
ispitujemo maksimalno odstupanje od ekvilibrijuma
(maksimum norma). Analogno se razmatra i slu¢aj
kada ispitujemo kvadratno odstupanje od ekvilibri-
juma (euklidska norma).

Nekajell - Il =1l - ll,. DefiniS§imo vrednost
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seei=infls = 0: vy < —¢}
koja predstavlja e-robustan indikator nereaktivnosti
i koja se, sli¢no ranijem, moze preformulisati u
oblik:

1 n+1
. { m{d—< > ay] +e)},|an+l,n+1| >l +e.

j=1,j#i JEN
k +00, inace.

Drugim re€ima, indikator nereaktivnosti se malo
menja za male promene u community matrici i
indikator e-robusne nereaktivnosti se mozZe eks-
plicitno zapisati pomocéu elemenata matrice i para-
metra robusnosti. Kako je robusna nereaktivnost
zahtevniji uslov za ekvilibrijum od nereaktivnosti,
indikator koji smo izveli je ¢esto znacajno veci od 1,
te govori o tome da su empirijske troficke mreze, u
principu, reaktivni TIDS, tj. da uglavnom uvek postoji
tranzicioni rast.

Stoga se postavlja pitanje da li mozemo jo$
nesto dodatno reci o takvom ponaSanju empirijske
troficke mreze u terminima odnosa izmedu dija-
gonalnih i vandijagonalnih elemenata community
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matrice A(1) izrazenih kroz osobine sli€nim strogoj
dijagonalnoj dominaciji (SDD), koje imaju “realno”
tumacenje. Odgovor lezi u lokalicionim oblastim
pseudospektra koje smo razvili u (Cvetkovi¢, 2017),
ali ta tema prevazilazi okvire ovog rada. Zadrzimo
se samo na komentaru da, zahvaljuju¢i Krajsovoj
konstanti, mozemo nesSto rec¢i i o tranzicionom
ponasanju emprijskih trofickih mreza. Naime, ako
imamo lokalizacije e-pseudospektra, mozemo dobiti
gornje ocene za e-pseudospektralnu apscisu, a time
i gornje ocene Krajsove konstante. Drugim recima,
maksimalna amplifikacija evolucione funkcije se
moze ograniciti sa gornje strane upotrebom loka-
lizacija pseudospektra. Pri tome, e-pseudo Gers-
gorinov lokalizacioni skup odgovara slu€aju robusne
nereaktivnosti, 8to znaci da, kada je takav slu¢aj na
shazi, tu ve¢ znamo da je maksimalna amplifikacija
manja od 1 (hema tranzicionog rasta), dok za druge
lokalizacione skupove ovo ne mora da vazi.
Medutim, da bismo adekvatno ocenili maksimalnu
amplifikaciju treba konstruisati, takode, i donje
granice za Krajsovu konstantu. Stoga ostaje kao
interesantno otvoreno pitanje kako se lokalizacije
pseudospektra mogu dalje iskoristiti za procenu
tranzicionog ponasanja dinamickih sistema.

ZAKLJUCAK / CONCLUSION

KoriSéenje diferencijalnih jednacina za mode-
liranje trofiCkih mreza prisutno je odavno, ali je opste
prihvaéena generalizovana Lotka-Voltera matema-
ticka reprezentacija interakcija izmedu vrsta, kako bi
se proucavala njihova dinamika. Pri tome je problem
stabilnosti jedan od najvaznijih, s obzirom da u
terminima populacione dinamike, pitanje stabilnosti,
zapravo, znadi sledece: da li, kada je ravnoteza jed-
nom uspostavljenja, mala promena u populacijama
¢ini da se sistem vrati (brze ili sporije, sa ili bez
oscilacija, itd.) u naruSenu ravnotezu, ili je, pak,
ravnoteza takva da jednom kada se i malo narusi,
ne moze da se povrati. O¢igledno, ovo pitanje je
jedno od klju€nih pitanja u oblasti o€uvanja Zivotne
sredine.

Pomocéu spektra matrice i njegove lokalizacije
GerSgorinovim skupom razvijeni su indikatori sta-
bilnosti i to tako Sto su, najpre, dijagonalni elementi
community matrice, koji predstavljaju samoregu-
liSu¢i faktor organizama i odnose se na stopu
gubitka organizama u stabilnom stanju, parame-
trizovani parametrom s, a zatim je taj parametar
racunat tako da community matrica A(s) za neko
s € (0,1] €ini da je posmatrani TIDS u odredenom
smislu “lokalno stabilan” (rezilijentan, nereaktivan u
nekoj od normi). Tada najmanje takvo s predstavlja
dovoljan stepen intraspecificne kompeticije (proce-
nat stopa netrofiCkih smrtnosti svake od grupa) koji
“stabilizuje” troficku mrezu u posmatranom smislu.
Zato se takvo s moze smatrati indikatorom, pri Eemu
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manje vrednosti ozna€avaju “stabilnije” troficke mre-
Ze.

Mdutim, u ovom radu uveli smo potpuno nov
pristup proucavanju stabilnosti, jer smo koristili
teoriju pseudospektra umesto klasi€nog spektra.
Generalno govoreéi, u slu€aju kada je matrica
posmatranog LTIDS normalna, karakteristi¢ni koreni
u potpunosti objasnjavaju dinami¢ka svojstva - ne
samo asimptotska. Medutim, ukoliko matrica nije
normalna, evoluciona funkcija moze imati vrlo ra-
zli¢ito ponasanje, pre nego $to se ispolji asimptotika.
Osobina matrice koja moze objasniti to tranziciono
ponasanje je pseudospektar. U terminima LTIDS, to
znaci da ne posmatramo perturbacije ravnoteznog
stanja dinamiCkog sistema, ve¢ perturbacije uprav-
ljaju¢ih zakonitosti! Na primeru populacionih mode-
la, to znaci da pored poremecaja u brojnosti poje-
dinih populacija Zelimo da tretiramo i poremecaje
odnosa izmedu populacija. Svakako, u realnim pro-
cesima koji nas interesuju takvi poremecaji ne samo
da su mogudi, ve¢ su, zapravo, od kljuénog interesa.

Ovakvim pristupom, na osnovu nove veliine s;,
pojacali smo zaklju¢ke o dinami¢kim svojstvima, ne
samo u smislu robusnosti, ve¢ i u smislu procene
stabilnosti koja se uklapa u okvir dopustivog
tranzicionog ponasanja organizama, kao takvih,
izborom adekvatnog e parametra.
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